Euklid und die Kuppel

Das Kalthaus des Botanischen Gartens hat die Form einer Halbkugel, die aus vielen Dreiecken aufgebaut ist. Wer aufmerksam
davor steht, wird sich nach der Zahl, der Anordnung und der GréBe der Dreiecke fragen. Am einfachsten wéare eine Konstruk-
tion aus lauter gleichseitigen Dreiecken, wie bei den folgenden drei Objekten, die zu den ,Platonischen Kérpern" gehdren:

A

Das Tetraeder enthdlt 4, das Oktaeder 8 und das Ikosaeder 20 Dreiecke. Schon Euklid zeigte um 300 v. Chr. in § 18a seines
13. Buches, dass es keine anderen Korper gibt, die von lauter gleichen gleichseitigen Dreiecken begrenzt sind:

Aus 2 Dreiecken oder iiberhaupt ebenen Flichen lisst sich keine Ecke errichten; aus 3 Dreiecken die der Pyramide [auch Tetraeder
genannt], aus 4 die des Oktaeders, aus 5 die des Ikosaeders.

Eine Ecke aus 6 gleichseitigen und gleichwinkeligen Dreiecken, die an einem Punkt zusammengesetzt wiiren, kann es nicht geben; denn
da der Winkel des gleichseitigen Dreiecks 2/3 rechte [das sind 60 Grad] betrdgt, wiirden die 6 zusammen 4 rechte [das sind 360

Grad] ergeben; dies ist unmoglich, denn jede Ecke wird von Winkeln umfasst, die zusammen weniger als 4 rechte ergeben.

Die Ecken dieser Platonischen Kdrper liegen auf einer Kugel, der so genannten ,Umkugel®. Verbindet man die Ecken entlang der
Kugeloberflache, so erhalt man eine Zerlegung der Kugel in gewdlbte Dreiecke. Selbst dann, wenn man das Ikosaeder benutzt,
werden die entstehenden dreieckigen Fenster bei dem gewlinschten Durchmesser der Kuppel von 36 m viel zu groB. Die Idee der
Architekten (ausgefiihrt von H. Emde, Darmstadt) war es nun, zunachst jedes einzelne der 20 Dreiecke des Ikosaeders in 64 = 1
+ 3 + ... + 13 + 15 gleich groBe, gleichseitige Teildreiecke zu zerlegen.

Die Eckpunkte dieser Zerlegung des Ikosaeders in kleine Dreiecke werden
nach auBen auf die Umkugel projiziert und ergeben Naherungen fir die
spateren Knotenpunkte der Konstruktion. Durch die Projektion auf die
Umkugel verdndern die vielen kleinen Dreiecke jedoch ihre Proportionen,
abhangig von der Lage im groBen Dreieck: Sie sind danach nicht mehr
gleichseitig und nicht mehr gleich groB. Nach den Argumenten von Euklid ist
das ja auch prinzipiell nicht mdglich. Eine genaue Zahlung ergibt 15
verschiedene GroéBen von Dreiecken.

Dem Konstrukteur ist durch kleine Verschiebungen der Knotenpunkte eine Korrektur
gelungen, nach der insgesamt nur noch 10 verschiedene GréBen von Dreiecken und 9
verschieden Langen von Verbindungsrohren benétigt werden.

In den urspriinglichen Ecken des Ikosaeders treffen
5 Rohre aufeinander. Von diesen Knotenpunkten
verbleiben 6 auf der oberen Halbkugel: eine im
Nordpol und 5 weitere auf gleicher Héhe in der
unteren Halfte. Von allen anderen Knotenpunkten
gehen jeweils 6 Rohre aus.

Man kann sich gut vorstellen, wie die Monteure
gestdhnt haben, warum nicht alle Verbindungsrohre
gleich lang und alle Scheiben gleich groB8 waren.
Aber wer hat schon immer die alten Blcher von
Euklid im Kopf?

Zahlen
Ikosaeder: 12 Ecken, 30 Kanten, 20 Dreiecke; Anzahl der Fenster: 640 — 10 (flr die Ein- und Ausgange) = 630 Dreiecke
Héhe der Kuppel: 18 m; Grundflache: ca. 1000 m2
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